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Aufgabe 1: (4 Punkte)
Zur Berechnung der Nullstellen eines reellen quadratischen Polynoms z(z) =
2% + pr + ¢ wird oft die sogenannte ,,pq-Formel“

fiir beide Nullstellen verwendet. Da
(-2 )(r—2)=2"— (24 +x)v+o0. = q=m1, T_

gilt, kénnte man aber auch z, aus der ,pg-Formel* und z_ aus

q
r_=—

Tt
bestimmen. Welche dieser beiden mathematisch dquivalenten Varianten wiirden
Sie im Fall p = —10® und ¢ = 1 in Gleitkommaarithmetik verwenden? Warum?

Losung zu Aufgabe 1: Die ,pg-Formel“ basiert fiir z, auf der Addition zweier
positiver Terme, also ist hier keine Ausloschung zu erwarten. Fiir die Berechnung
von x_ werden allerdings zwei fast gleich grosse Terme voneinander abgezogen,
und die Berechnung mittels des zweiten Weges ist bei den gegebenen Daten deut-
lich besser konditioniert. (4 Punkte)

Unter Matlab/Octave liefert die naive Auswertung der ,,pq-Formel“ approxi-
mativ

fli(x,) =108, fli(z_) ~ 7.45058059692383 - 1077,

wohingegen die Auswertung nach der zweiten Idee als Naherung fiir z logischer-
weise denselben Wert und fiir z_ den approximativen Wert

fly(x,) =108, fly(x_) =103

liefert. Die echten Werte unterscheiden sich von denen der zweiten Berechnung
nur um

—f
Iz = o@Dl 1 4000000000000003 - 1016 — 1016 4 3. 10732

Tt
_ —fly(a_

Jo— = flaz)] < 1.0000000000000001 - 1071 = 107" + 1. 10732,

€T _
wohingegen

lz_ — (2 1 5

e D1 €0.2549419403076171 < = + ———
T 1 1000

gilt. Der zweite Weg bestimmt also beide Nullstellen bis auf einen relativen Fehler
von 10716 also bis auf (IEEE 754 double precision) Maschinengenauigkeit.
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Aufgabe 2: (545 Punkte)
Geben Sie die Lagrangsche Form der Polynominterpolation wieder. Berechnen Sie
das Interpolationspolynom der Funktion

f(z) = sin(mx)

zu den Punkten

i| 0
2

1 2 3 4
101 2°

Losung zu Aufgabe 2: Die Lagrangsche Interpolation zu den Datenpaaren
{(zj,y5)}j—o mit x; # x; fiir alle i # j ist eine Vorschrift um das eindeutige
Polynom p vom Hochstgrad n zu berechnen, dass die Interpolationsbedingungen

p(x;)=y;, j=0,1,....n

erfiillt. Es 148t sich leicht explizit angeben als
plz) = yit;(x),
5=0

wobei die Lagrangeschen Basispolynome gegeben sind durch die Interpolations-
polynome zu den speziellen Aufgaben

fj(a:i)zéij, i:O,l,...,n, j:O,l,...,n,

und explizit angegeben lauten

n

Ui(z) = H(x—xz) H(x] —x;), j=0,...,n. (5 Punkte)
i=0 i=0
i#j i#]

Die Interpolationsaufgabe 148t sich auffassen als die Interpolation der Datenpaare

zi|-2 -1 0 1 2

y] 0 000 0"

Das Interpolationspolynom p, hat den Héchstgrad vier und ist eindeutig be-

stimmt. Damit ist das Interpolationspolynom das Nullpolynom. (5 Punkte)
Natiirlich konnte man ps auch mittels der Lagrangeschen oder der Newton-

schen Form der Polynominterpolation berechnen und dabei zu dem selben Ergeb-

nis kommen.

Aufgabe 3: (545 Punkte)
Beschreiben Sie die Grundidee der Newtonschen Form der Polynominterpolation
und geben Sie diese in Formeln wieder.



Losung zu Aufgabe 3: Die Grundidee der Newtonschen Form der Polynomin-
terpolation ist es, bei einem bereits berechneten Interpolationspolynom p, vom
Hochstgrad n zu den n + 1 Datenpaaren {(z;,v;)}, mit paarweise verschiede-
nen Knoten {z;}! ; nach Hinzufiigen eines weiteren Datums (2,41, Yn+1), wobei
selbstverstandlich x, 1 # z; fiir alle ¢ = 0,...,n, schnell das zugehorige Inter-
polationspolynom zu den jetzt n + 2 Datenpaaren berechnen zu koénnen. Dieses
geschieht mittels der Addition des bereits berechneten Polynomes p, und eines
polynomialen Termes vom Grad n oder 0, der allen vorherigen Stellen gleich Null
ist und dessen Vorfaktor a so gewihlt ist, dass

n
pn+1(l’n+1) = pn(anrl) + aH<xn+1 - xZ) = Yn+1,
=1

also
o Yn+1 — pn(xn-i-l)

N H:'L:1<$n+1 — ;)

gilt. (5 Punkte)
Die Newtonsche Interpolationsformel ist gegeben durch

n j—1
pu(z) = Z[xo, . H(m — ),
=0 k=0
wobei die sogenannten dividierten Differenzen [z;, ..., x;] rekursiv definiert sind
durch
(23] = i,
[T, .. 4] = Lo s B = (2 ’xk_l], j>1i=0. (5 Punkte)
Tj — Xy

Aufgabe 4: (4+4 Punkte)
Was ist eine Quadraturformel? Berechnen Sie approximativ das Integral

/07r cos(z) dx = sin(m) —sin(0) =0

mit einer Quadraturformel.
Loésung zu Aufgabe 4: Eine Quadraturformel ist eine Formel zur numerischen

Annéherung eines Integrales, welche nur auf Funktionsauswertungen der Funktion
unter dem Integral basiert und allgemein die Gestalt

/01 flz)de = éwjf(l’j)
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hat. Die Angabe der Auswertungsstellen, der Stiitzstellen {x;}7_, und der soge-
nannten Gewichte {w;}7_, bestimmt in eindeutiger Weise eine Quadraturformel.
(4 Punkte)

Da in der Aufgabenstellung keine Rede von der Art der zu verwendenden
Quadraturformel zur Approximation war, ist viel Freiheit gegeben. Wir verwen-
den exemplarisch erst die Mittelpunktregel, danach die Trapezregel und zu guter
Letzt die optimale Gauf}-Formel mit zwei Knoten.

Die Mittelpunkt- oder Rechteckregel ersetzt das Integral durch die Auswer-
tung des Integranden in der Mitte des Intervalles und berechnet den Flacheninhalt
des (vorzeichenbehafteten) Rechtecks, welches durch diese (vorzeichenbehaftete)
Hohe mal der Lénge, also, der Intervallbreite gegeben ist,

/ cos(x) dx = cos <E> - (m—0)
0 2

=0-7=0. (4 Punkte)
Die Trapezregel verwendet das von den Funktionswerten am Anfang und am En-
de des Intervalles aufgespannte Trapez. Der (vorzeichenbehaftete) Flédcheninhalt

dieses Trapezes berechnet sich aus dem Mittelwert der beiden Funktionswerte
mal der Linge des Intervalles, also geméafl

/07r cos(x) dx ~ % (cos(m) 4 cos(0)) - (m — 0)

=(-1+1)-7=0. (4 Punkte)

Die optimale Gauf-Formel mit zwei Knoten basiert in Nachschlagewerken meist
auf dem Intervall [—1, 1], ist im Skript aber bereits fir das Referenzintervall [0, 1]
gegeben und hat dort die Knoten

i) ot

und die Gewichte

Die lineare Transformation y = 7 - x bildet das Intervall [0, 1] auf das Intervall
[0, 7] ab und liefert die (neuen, aber auch mit z; und x5 bezeichneten) Knoten

=5(-8). w-30e)

Damit ergibt die Gaufl-Quadratur mit zwei Knoten unter Beriicksichtigung des
Additionstheoremes des Kosinus und der Feststellung, dass der Kosinus eine ge-



rade Funktion ist, den Wert

=g (o (50 35)) e (G0 5))

:<ms<g>cos(§€§) —0. (4 Punkte)

Man sieht also, dass bereits einfache Quadraturformeln gute Ergebnisse liefern
konnen, aber das sollte nicht dariiber hinwegtéduschen, dass der Fehler bei den
genaueren Formeln (also solchen mit hoherer Fehlerordnung und kleinerer Feh-
lerkonstante) garantiert fiir beliebige geniigend oft stetig differenzierbare Funk-
tionen kleiner beschrankt ist.

Aufgabe 5: (545 Punkte)
Welche Varianten der LR-Zerlegung kennen Sie? Welche wiirden Sie im Hinblick
auf die numerische Stabilitdt und den notigen Arbeitsaufwand verwenden?

Losung zu Aufgabe 5: Es gibt drei Varianten der LR-Zerlegung, namlich die
LR-Zerlegung ohne Pivotisierung,

A=LR,

wobei L eine linke untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen und R
eine rechte obere Dreiecksmatrix ist, die LR-Zerlegung mit partieller Pivotisierung
(auch Spaltenpivotsuche genannt),

PA=LR,

wobei L und R wie vorher gewihlt sind und P eine Permutationsmatrix ist,
welche das grofite Element in der jeweiligen aktuell behandelten Spalte in die
Diagonale tauscht und die LR-Zerlegung mit vollsténdiger Pivotisierung,

PAQ = LR,

wobei L, R und P wie oben sind und @ zusammen mit P dazu verwendet
wird um das in der aktuell behandelten Restmatrix grofite Element in die aktuell
behandelte Position in der Diagonalen zu tauschen. (5 Punkte)

Am billigsten ist die einfache LR-Zerlegung zu implementieren, aber diese ist
numerisch nicht stabil, die LR-Zerlegung existiert oft auch gar nicht, bekanntestes

Beispiel ist
0 1
A= (1 O) |

Die LR-Zerlegung mit partieller Pivotisierung reicht theoretisch ohne Rundungs-
fehler aus, eine reguldre Matrix zu zerlegen, ist aber immer noch rundungsfehler-
anfillig, siehe das Beispiel im Skript. Die LR-Zerlegung mit vollstdndiger Pivoti-
sierung ist am aufwéndigsten, ist aber numerisch sehr stabil. Meist wiirde man,
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sofern keine begriindeten Angste vorliegen, die LR-Zerlegung mit partieller Pi-
votisierung verwenden und bei unglaubwiirdigen Resultaten auf die vollsténdige
Pivotisierung zuriickgreifen. (5 Punkte)

Wenn die Ergebnisse dann immer noch nicht die Praxis reflektieren, wiirde
man zu Regularisierung greifen, da dann (vorausgesetzt, es gibt keine groben
Modellierungsfehler) meist die Kondition der Matrix zu hoch ist, um sinnvolle
numerische Ergebnisse zu erhalten.

Aufgabe 6: (5 Punkte)
Losen Sie das Gleichungssystem

110 1 110

(100 11) T (110)

in zweistelliger dezimaler FlieBkommazahlenarithmetik, also unter
fi(z o y) := Rundung des Ergebnisses von x o y auf zwei Stellen
fiir jede Operation o € {+, —, -, /}, es gilt also z. B.
(100 + 10) = 110, A(120+3) = 120, (120 + 5) = 130,

mittels der LR-Zerlegung.
Losung zu Aufgabe 6: Die LR-Zerlegung kann hier ohne Pivotisierung erfolgen,

das grofte Element ist bereits in der Position (1,1). Da die rechte Seite bereits
gegeben ist, transformieren wir die Elemente gleich mit, arbeiten also mit der

Matrix (A b)7
110 1110
100 111|110/

Zur Berechnung des ersten und einzigen interessanten Wertes in L wird 100 durch
110 in FlieBkommazahlenarithmetik geteilt,

f1(100/110) = A1(0.90) = 0.91.

Nun wird, wiederum in FlieBkommazahlenarithmetik, die erste Zeile mit 0.91
malgenommen,

f1(0.91- (110 1]110)) = (f(0.91-110) £1(0.91-1) | £1(0.91 - 110))
= (f1(100.1) 1(0.91) | 1(100.1))
= (100 0.91 ] 100).

Jetzt wird, selbstverstéandlich auch in FlieBkommazahlenarithmetik, die so erhal-
tene Zeile von der zweiten Zeile abgezogen,
fl((100 11 110) — (100 0.91 | 100))
= (f1(100 — 100) fi(11 —0.91) | i(110 — 100))
= (1(0) f(10.01) [ fi(10)) = (0 10| 10).



Die resultierende in FlieBkommazahlenarithmetik berechnete LR-Zerlegung hat
demnach in Kompaktschreibweise die Form

110 11110
091 (10| 10/

womit wir bereits Approximationen fiir L, R aus A = LR und y = L™ 'b haben,

namlich
-1 0y 5 (110 1 (110
L‘(0.91 1)’ R_( 0 10) und y‘(m)'

Um das Gleichungssystem in FlieBkommazahlenarithmetik zu losen, 16sen wir das

Gleichungssystem
R — 110 1 (110 .
TV o010)* "\ 10) 7Y

mittels Riickwértsauflosen in FlieBkommazahlenarithmetik. Die letzte Kompo-
nente der gendherten Losung ist durch

o = 11(10/10) = fi(1) =1
gegeben, die erste Komponente erhéilt man aus
71 =1l (f(110 — 1)/110) = f1 (f(109)/110) = f1 (110/110) = fI(1) = 1.

Die in FlieBkommazahlenarithmetik berechntete (approximative) Losung ist dem-
nach

Z— G) . (5 Punkte)

Aufgabe 7: (547 Punkte)
Bestimmen Sie die Pseudonormallésungen der beiden Ausgleichsprobleme

11 1
1 3 2 111 1
15|, |3 . 11 1], |2 .
15&'— 3 = Imin, 1111’5— 3 = min.
1 3 2 111 4/ |,
11 1/,

Losung zu Aufgabe 7: Das erste Ausgleichsproblem wird durch den Vektor

1/1
1—_
=20

oo



gelost, wie man leicht sehen kann, da die erste rechte Seite im Spann der Spalten-
vektoren der ersten Matrix liegt und die Matrix den vollen Rang Zwei hat. Wenn
man diese Losung nicht sieht, so kann man natiirlich mittels Normalgleichungen,
QR-Zerlegung oder SVD die Pseudonormallésung bestimmen. (5 Punkte)

Das zweite Ausgleichsproblem hat eine Rang-Eins-Matrix, da

111 1 1

111 1 111 1

A (11 1)_5 . \/12%(1 1 1),
111 1 1) =X~

=U,

wobei die letzte Schreibung U X, V1 bereits die (6konomische Variante der) SVD
dieser Rang-Eins-Matrix bezeichnet. Die Pseudonormallosung & ist charakteri-
siert durch die Multiplikation der rechten Seite mit der Pseudoinversen,

f 1

2

=V z Ut 3

— = = =
= W DN =

1
1
1
1

—_ = = =

=W N =

1
5
= 1 (1+2+3+4):6 1]. (7 Punkte)
1 1

Aufgabe 8: (84+4+4 Punkte)
Beschreiben Sie die Potenzmethode. Ist es moglich, dass die Potenzmethode den
Eigenwert 2 der Matrix

11 -1
G=1|0 2 -2
00 =2

approximiert? Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, ist dieses fiir einen zufillig
gewéhlten Startvektor iberhaupt wahrscheinlich?

Losung zu Aufgabe 8: Die Potenzmethode geht aus von einer quadratischen
Matrix A und einem gegebenen (bereits normalisierten) Startvektor u”. Fiir eine
(gewiinschte) Anzahl von Indizes k = 1,2,... wird dann rekursiv (z. B.) berech-
net:

v=Au"" W =v/t,



wobei £ ein fest vorgegebener Vektor ist. Unter geeigneten Vorraussetzungen kon-
vergiert dann die Folge {u*}?°, gegen einen (meist den zum betragsgréBten Ei-
genwert gehorigen) Eigenvektor und die SkalierungsgroBe £7v gegen den zugeho-
rigen Eigenwert. (8 Punkte)

Es ist moglich, dass die Potenzmethode nicht den betragsgrofiten Eigenwert
und zugehorigen Eigenvektor zuriickgibt. Fiir geeignete Startvektoren kann jedes
Eigenpaar zuriickgegeben werde, z. B. wenn der Startvektor gleich dem (gesuch-
ten) Eigenvektor ist. (4 Punkte)

Konvergenz gegen den Eigenwert 2 ist der Fall, wenn der Startvektor kei-
nen Anteil am Eigenvektor zum Eigenwert —2 enthélt, aber einen nichttrivialen
Anteil am Eigenvektor zum Eigenwert 2 hat. Ein zuféllig gewéhlter Startvektor
hat mit grofler Wahrscheinlichkeit Anteile an jedem Eigenvektor, damit ist die
Konvergenz gegen den Eigenwert 2 unter diesen Umstédnden nahezu (aber nicht
vollig) ausgeschlossen. (4 Punkte)

Die Anteile des Startvektors lassen sich in diesem Fall leicht beschreiben. Ein
Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist gegeben durch

1
V1 = 0 s
0
ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 durch
1
vy = |1 )
0

und ein Eigenvektor zum Eigenwert —2 1483t sich herleiten zu

V3 =

S W =

Damit ist eine Matrix von Eigenvektoren und ihre Inverse gegeben als

1 11 L (18 —18 6
v=[01 3], V‘1:1—8 0 18 -9
00 6 0 0 3

Die Anteile {a;}?_; von u° an den einzelnen Eigenvektoren erhilt man aus

3 (65}
u’ = E via, =V | as |,
=1 Q3
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also gemaf

aq 1 18 —18 6 U190
(0D) = V71U0 = E 0 18 —9 U20
Q3 0 0 3 U3

Um den Eigenwert 2 zu approximieren, muss asz = u3o/6 gleich Null sein und
(unter der Vorraussetzung, dass bereits uzy gleich Null ist) ay = wugy ungleich
Null sein, mit anderen Worten, jeder Startvektor der Form

mit beliebigem Eintrag in der ersten Komponente fiihrt zur Konvergenz der Po-
tenzmethode gegen den Eigenwert 2. Ein zuféllig gewéhlter Startvektor wird mit
an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit einen Eintrag ungleich Null in der
letzten Komponente haben, womit bei einer Skalierung mittels des zweiten Ein-
heitsvektors

L= €y — 1

0

die Itertierten der Potenzmethode sich im Limes wie die Glieder einer alternie-

renden Folge, ndmlich wie

_ QU9 — 3V

2k—1 _, 3V3
Qg — 30(3

2%k Qo2 + (i3V3

u"r - =

g + 3o

verhalten, wenn der Startvektor die Gestalt
’LLO = V1 + V2 + Q3V3

hat. Insbesondere versagt die Skalierung (spétestens bei Konvergenz) bei ay =
+3a3, was man z. B. an

3 1
3’02 — Vo = 3 — 3 = 0
0 6 —6

sofort ablesen kann.

Aufgabe 9: (6 Punkte)
Beschreiben Sie die Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix A € R™"™ unter
Verwendung von Householdermatrizen (Spiegelungen)

T

H(m):E—2%, xeR" x#o,.
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Der Vektor o,, € R™ bezeichne hierbei den Nullvektor, E die n x n-Einheitsmatrix.

Losung zu Aufgabe 9: Die Idee der QR-Zerlegung unter Verwendung von
Householder-Spiegelungen ist es, eine Matrix A spaltenweise in eine obere Drei-
ecksmatrix zu transformieren. Dazu sucht man einen (Normalen-)Vektor, an des-
sen zugehoriger Hyperebene der Vektor in der ersten Spalte von A auf ein Viel-
faches des ersten Einheitsvektors abgebildet wird. Eine Spiegelung ist eine Kon-
gruenztransfomation, éndert also keine Langen, und das Vielfache des ersten Ein-
heitsvektors ist bis auf das Vorzeichen bereits eindeutig bestimmt zu

*(|a|2e1

wobei a; die erste Spalte von A bezeichne. Die Differenz der Vektoren vorher,
also a1, und nachher, also +||a||z€e;, steht senkrecht auf der Hyperebene, welche
wir fiir die Spiegelung nehmen wollen, also bildet

H, = H(zy) wobei zi:=a;F|ail.e;
die erste Spalte auf +||a;||2e; ab,
H(zi)a, = £|aq||z€1,

das Vorzeichen sucht man jetzt gemeinhin so aus, dass in der ersten Komponente
von z. keine Ausloschung stattfindet. Jetzt hat man, da Householder-Matrizen
orthogonal und symmetrisch sind, also die Inverse gleich der Matrix ist, A bereits
zerlegt in

A=H A,

wobei A; in der ersten Spalte ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors stehen
hat. Nun spiegelt man in der Matrix, die man erhélt, wenn man von A; die
erste Spalte und Zeile entfernt, die neue erste Spalte in den (jetzt um Eins kiir-
zeren) Einheitsvektor mit einer Matrix Hy € R=D*(=1) analog zu dem eben
beschriebenen Vorgehen. Damit gilt

1 ol
Al - <0n HQ) A27

T
A-H, (01 12?2) A,

Nun wird dieses Schema iterativ durchgefiihrt, bis die Matrix, die nach Multipli-
kation mit einer Householder-Matrix und wegnehmen der ersten Zeile und Spalte
keine Elemente mehr hat. Am Ende gilt (hier am Beispiel des fiir ein Ausgleichs-
problem typischen Falles m < n)

o 1 OZ Em_1 O
o) (%57 m)m

12
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wobei R nach Konstruktion eine obere Dreiecksmatrix ist. Das Produkt der er-
weiterten Householder-Matrizen ist ein Produkt von orthogonalen Matrizen, also
wiederum orthogonal. Damit ist die QR-Zerlegung von A gegeben als

T
A=QR, wobei Q:=H, (01 ;I") (Eg_l I? ) ) (6 Punkte)
n 2 m

Selbstverstindlich multipliziert man @ nie aus, sondern verwendet die Darstel-
lung als Produkt von Householder-Matrizen, wobei auf die Reihenfolge zu achten
ist, da Matrixmultiplikation bekanntlich nicht kommutativ ist. Die Householder-
Matrizen werden auch nur in Form einer Skalierung und eines Vektors gespeichert
und angewendet, was sowohl Speicherplatz als auch Arbeitsaufwand einspart.

Aufgabe 10: (6+3 Punkte)
Der zentrale Differenzenquotient

fla+h)— flxz—h)
2h

zur Approximation der ersten Ableitung an der Stelle z hat die Fehlerordnung 2.
Beschreiben Sie in eigenen Worten, welches Verhalten Sie auf einem Rechner mit
einer Maschinengenauigkeit von ca. 107! in der Genauigkeitsfunktion

G(h) == |f'(x) = Daf(z; h)]

fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f, z. B. f(x) = cos(x), an einer
Auswertungsstelle, z. B. = 1 erwarten. In welcher Gréfenordnung wihlen Sie
h, damit die Formel trotz Rundungsfehlern ,joptimale* Ergebnisse liefert?

D f(@;h) =

Losung zu Aufgabe 10: Die Genauigkeit bestimmt sich aus zwei Einfliissen.
Wenn h klein gewéhlt wird, so beschreibt die Fehlerordnung, in welcher Potenz
von h der Differenzenquotient gegen f’(x) strebt, durch die Ausléschung ist aber
immer ein Anteil gegeben, der fiir kleine h sich invers linear (siche Skript), also

wie o
1,1-16
—10
h
verhélt. Insgesamt kann man den Verlauf der Genauigkeit durch eine Funktion

der Art

G(h) =~ V(h) := G

= 710716 —+ Cghz -+ 0(10716), Cl, CQ >0

beschreiben. (6 Punkte)

Die Wahl des optimalen h orientiert sich an der Approximation V', man be-
rechnet das optimale A als Minimum der gegebenen Approximation, also unter
Verwendung der Ableitung

V'(h) = —%10—16 +205h =0 = —C1107'% 420503 =0
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zZu

C
Roptimal = { f V10716 = O(10716/3),
2

ist also bis auf eine Konstante gleich der dritten Wurzel aus der Maschinenge-
nauigkeit.

Aufgabe 11: (5+4+4 Punkte)
Berechnen Sie die Pseudoinversen der Matrizen

B

I
— = =
N DO DN
W W W

™

I
[ )
SN =

Q

I
— = = =

Losung zu Aufgabe 11: Die Pseudoinverse ist die eindeutige lineare Abbildung,
die einer gegebenen rechten Seite die Pseudonormallésung eines Ausgleichspro-
blemes zuordnet. Da im Falle einer Matrix A € R™*" mit m > n mit vollem
(Spalten-)Rang n die Pseudonormallésung die eindeutige Losung der Normalglei-
chungen ist, gilt im Falle eines vollen Ranges

Al = (ATA)TAT.

Die Matrix A hat nicht vollen Rang, sondern ist eine Rang-Eins-Matrix, welche
die folgende (speicherplatzsparende Variante der) SVD hat,

123 . (1 )
A=[1 2 3| =— 1| Va2.— (1 2 3)=U,2, V"
I v U A e

Damit ist die Pseudoinverse gegeben als

L (! L (111 )
AT:V121‘1Uf:E 21 (1 1 1)=5{2 2 2] =A% (5 Punkte)
3 333

Die Matrizen B und C haben vollen Spaltenrang, also kéonnen wir die obige
Formel zur Berechnung der Pseudoinversen heranziehen, es gilt

-1
5 2 01 2

t _ (rTR\-1RT _
B' =(B B B_(2 5) (120)

5 =2\ (0 1 2

-2 5 120

-2 1 10
:ﬂ( £ 3 _4) (4 Punkte)
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und

cl=(c'c)'c"=-(111 1). (4 Punkte)

PN

Aufgabe 12: (4+4 Punkte)
Berechnen Sie die Singuliarwertzerlegungen (SVD) der folgenden Matrizen:

1 2 2 1
Q=2 -2 1], y=|2
2 1 -2 2

Losung zu Aufgabe 12: Die erste Matrix ist eine Vielfache einer orthogonalen
Matrix, alle Zeilen und Spalten sind paarweise orthogonal und die Norm ist jeweils
3. Damit ist z. B.

Q= (3Q) 6B (B) = UazoVy.

wobei E die 3 x 3-Einheitsmatrix bezeichnet, eine (nicht eindeutig bestimmte)

SVD, z. B. wire auch

Q= (8)-GE)- (3Q) - UeSaVs

eine SVD. (4 Punkte)
Da y die erste Spalte von Q ist, gilt

3

1

Y= (§Q> |o|-1=0,2,V,)
0

und dieses ist eine (vollstandige) SVD. (4 Punkte)
Man hétte auch ohne Kenntnis der SVD von @ die 6konomische Variante

1
Y= (gy) 3.1 = Uy(O)E(yO)(Vy(O))T

der SVD von y angeben koénnen.
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