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der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Losen Sie die folgenden 12 Aufgaben!

Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
Punkte




Aufgabe 1: (2+2+243 Punkte)

Was ist ein Mehrschrittverfahren und wozu dient es? Geben Sie das Adams-
Bashforth Verfahren fiir £ = 1 (Euler-Verfahren) wieder und zeigen Sie, daf es
von der Ordnung 1 ist.

Losung zu Aufgabe 1: Ein Mehrschrittverfahren ist ein Verfahren zur néhe-
rungsweisen Bestimmung von Funktionswerten einer durch eine Anfangswertauf-
gabe

y' = flz.y),  ylxo) =%
implizit gegebenen Funktion y = y(x). (2 Punkte)
Ein Mehrschrittverfahren hat dabei die Gestalt

k

k
Z ay yn-i-l/ - h Z bu fn+y
v=0

v=0

mit friy = f(Tniv, Yntv), Wobei ai, # 0 vorausgesetzt wird. (2 Punkte)
Das explizite Euler-Verfahren ist durch £ =1, ag = —1, a; = 1, by = 1 und
by = 0 gegeben und hat die einfache Gestalt

Ynt1 = Yn + honf (T, Yn)- (2 Punkte)

Um zu zeigen, dass die Ordnung des expliziten Euler-Verfahrens gleich 1 ist,
miissen wir zeigen, dass der lokale Fehler

en = Y(Tns1) = Y(@n) = hnf (20, y(z0)) = O(hﬁ‘H)

mit p = 1 erfiillt. Die Taylorentwicklung der unbekannten Funktion y an der
Stelle x,, mit Restglied ist gegeben durch

y"(&n)

T(mn-i-l - xn)Qv (1)

Y(Tni1) = y(@n) + ¥ (20) (@ni1 — 20) +
wobei ¢ € (x,,2,41) und die Entwicklung sicherlich nur moglich ist, wenn y €
C?[a, ] gilt, was wir aber ohne weiteres annehmen. Nun gilt nach der Differen-
tialgleichung der Anfangswertaufgabe y'(x) = f(z,v), also ¥'(z,) = f(xn, y(z,))
und der Abstand zwischen x,, und x, ist gegeben durch h,, = x, .1 — z,. Damit
liest sich Gleichung (1) wie

y"(&n)
2

Y(@nt1) = y(@n) + hnf (@0, y(en)) + b

also verhélt sich der lokale Fehler wie
1/
o= Ly~ o2) = o0,
Damit hat das explizite Euler-Verfahren die Ordnung 1. (3 Punkte)
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Aufgabe 2: (344 Punkte)
Was sind Splines? Interpolieren Sie die folgenden Daten mit Splines aus dem
Raum S(A,1,0):

zi |1 2 3 4
1112

i 6 7
yi | 4 4

5
3
Losung zu Aufgabe 2: Splines sind stiickweise polynomiale Funktionen, die
an den gemeinsamen Punkten bis zu einer vorgegebenen Differenzierbarkeit iden-

tisch sind. Strenger formuliert sind Splines s € S(A,p,q) Funktionen, die auf
Teilstiicken einer Zerlegung

A={xy,...,xn}, a=zg<x1<--<x,=0"0,
mit einem Polynom vom Hd&chstgrad p iibereinstimmen, also

S ell, Vi=1,...,n,

[25—1,24]

wobei der Spline g-mal stetig differenzierbar ist, also auch insbesondere an
den inneren Stiitzstellen x;,

li<m'5(j)(a:):1i>m_s(j)(x) Vj=0,1,...,q, Vi=1,...,n—1. (3 Punkte)

Die eindeutige stiickweise lineare (wegen p = 1) stetige (wegen ¢ = 0) Interpola-
tion der gegebenen Daten ist durch den Spline

1, 1<z<3
s(x)=1< x—2, 3<z<6,
4, 6<xr<T.

gegeben. (4 Punkte)

Aufgabe 3: (3+3+4 Punkte)
Was ist eine Quadraturformel? Geben Sie die Trapezregel wieder und approxi-
mieren Sie mit dieser das Integral

1
I:/ sin(x) dz.
0

Losung zu Aufgabe 3: Eine Quadraturformel ist eine Formel zur approxima-
tiven Auswertung eines Integrales und hat die Gestalt

n

QU =D ajf(x))

Jj=0
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mit vorgegebenen “Gewichten” a; und Stiitzstellen z;. (3 Punkte)
Die Trapezregel ist gegeben durch n = 1, die Stiitzstellen xp = ¢ und z; = b
und ag = ay = (b —a)/2, also

T(f) = (b—a) (M) . (3 Punkte)
Die Trapezregel liefert damit als Ndherung des Integrales den Wert
/ sin(z) dx ~ sin(0) —;—sm( ) = sz( ) (4 Punkte)
0

Diese Néherung und das Integral ergeben numerisch ausgewertet (dieses war nicht
von Thnen verlangt) approximativ

sin(1)

~ 0.4207,

/01 sin(x) dz = [cos(z)]y = 1 — cos(1) ~ 0.4597.

Aufgabe 4: (4+4 Punkte)
Was ist Polynominterpolation? Geben Sie die allgemeine Form des Lagrangeschen
Interpolationspolynomes an.

Losung zu Aufgabe 4: Polynominterpolation ist das Auffinden eines (eindeu-
tigen) Polynomes p € II,, vom Héchstgrad n zu gegebenen n + 1 Stiitzstellen

Top <1 << Ty
und zugeordneten Funktionswerten
Yo, Y1, -+ 5 Yn,
das die Interpolationsbedingungen
plx;))=y; Vj=0,1,....n

erfiillt. (4 Punkte)
Das Lagrangesche Interpolationspolyom ist durch die explizite Darstellung

—.

<. O

)= uiti(o), G =][@—w) [[]G—m), j=0..n

i3

7
7

Tl

gegeben. (4 Punkte)



Aufgabe 5: (343 Punkte)
Berechnen Sie die Interpolationspolynome zu den Daten

z |1 2 3 und zi|1 2 3 4 42
v |0 1 0 ¥y |0 100 0°

Loésung zu Aufgabe 5: Die beiden Interpolationspolynome sind beides Lagran-
gebasispolynome. Das Interpolationspolynom zum ersten Datensatz ist gegeben
durch

B (v —=1)(z—3)

das zum zweiten Datensatz durch
r— 1)z —3)(x—4)(x—42
(@) — () — (= D= = D)~ 12)
(2—-1)(2—-3)(2—4)(2—42)
_x4 — 5022 + 35522 — 810x + 504
80 )

= —2° + 41 — 3, (3 Punkte)

(3 Punkte)

Aufgabe 6: (3+3+3 Punkte)
Was ist numerische Differentiation? Geben Sie eine Differenzenapproximation fiir
die erste Ableitung einer Funktion f an und bestimmen Sie deren Fehlerordnung.

Losung zu Aufgabe 6: Numerische Differentiation bezeichnet die Approxima-
tion der r-ten Ableitung einer Funktion mittels diskreter Funktionswerte fiir ein
r=0,1,.... (3 Punkte)

Eine Differenzenapproximation fiir die erste Ableitung ist der vorwértsgenom-
mene Differenzenquotient

/ Yj+1 — Yj
x) ~ 22 2
Flay) L @)
Dabei sind y;4+1 = f(zj41) und y; = f(x;) gegebene Funktionswerte an den

Stiitzstellen ;1 und z;. (3 Punkte)
Die Fehlerordnung einer Differenzenapproximation ist definiert als der Expo-
nent p in h = x;41 — x; im Fehler

D, f(z;h) — f")(z) = O(hP).

Der angegebene vorwértsgenommene Differenzenquotient hat die Ordnung Eins,
da nach dem Satz von Taylor fiir f € C* mit einem £ € (z;, z; + h) gilt

2
Flay 4+ h) = flay) + F'(a)h o+ o (6),
d.h. 4
/ _y#l_y‘__//
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Es gilt also fiir den Fehler des vorwértsgenommenen Differnzenquotienten die
Asymptotik O(h) = O(h'). (3 Punkte)

Aufgabe 7: (3+443 Punkte)
Was ist eine LDL"-Zerlegung? Berechnen Sie die LD L"-Zerlegung der folgenden

Matrix:
3 6
A (6 _5).

Ist diese Matrix symmetrisch positiv definit?

Losung zu Aufgabe 7: Die LDL”-Zerlegung bezeichnet die Zerlegung einer
symmetrischen Matrix A in ein Produkt von drei Faktoren der Gestalt

A=LDL",

wobei L eine untere Dreicksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen und D eine
Diagonalmatrix ist. (3 Punkte)

Die LDL"-Zerlegung kann man gemif dem Skript aus der LR-Zerlegung ab-
lesen. Die LR-Zerlegung von der gegebenen Matrix A ist gegeben als

1 0) (3 6
a=zr=(, ) (5 )

Damit ist die LDL"-Zerlegung gegeben als L aus der LR-Zerlegung und D als
Diagonale von R aus der LR-Zerlegung,

A=LDL" = (; 2) (g _27) ((1) ?) : (4 Punkte)

Eine Matrix A € R(™" is symmetrisch positiv definit, wenn sie symmetrisch ist
und iiberdies
' Ax >0 VxcR"\{0}

gilt. Da mit dem zweiten Einheitsvektor e,
0 T
ex= |, = ey Ae; =-5<0,

gilt, ist diese Matrix nicht positiv definit. Ein anderer Weg dieses zu sehen, ba-
siert auf der Verwandschaft zwischen der LDLT-Zerlegung und der Cholesky-
Zerlegung. Wire A symmetrisch positiv definit, so miissten laut der Herleitung
der Cholesky-Zerlegung im Skript alle Diagonalelemente von D positiv sein. (3
Punkte)

Aufgabe 8: (4+4 Punkte)
Was ist ein lineares Ausgleichsproblem? Bestimmen Sie die Pseudonormallésung
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von

—_ = =
—_

1
2| x— = min.
3 1 )

Losung zu Aufgabe 8: Ein lineares Ausgleichsproblem hat die Gestalt
| Az — b]j; = min, 3)

wobei A € R(™™ n > m, eine gegebene, im Allgemeinen rechteckige, Matrix
und b € R” ein gegebener Vektor ist. Gesucht wird ein Vektor & € R™, welcher
den obigen Ausdruck (3), ergo die euklidische Lénge des Residuums b — Aw,
minimiert. (4 Punkte)

Die Pseudonormallésung eines linearen Ausgleichsproblemes ist der Vektor
minimaler Lange, welcher den Ausdruck (3) minimiert. In unserem Fall sieht man
sofort, dass & der erste Einheitsvektor ist,

().

da b die erste Spalte von A ist und A vollen Rang hat. Wenn man dieses nicht
sieht, so kann man z.B. die Normalgleichungen (und damit implizit auch gleich
die Pseudoinverse von A) mit

1 1 1
A=|1 2 s b=11 ’
1 3 1
heranziehen:
T = (ATA)_lATb
1

_(3 6)‘1(1 1 1) .
- \6 14 1 2 3
1
3 6\ (3 1
= (6 14) (6) = (O) , (4 Punkte)
Aufgabe 9: (5 Punkte)

Sie mochten ein lineares Gleichungssystem
Ax =b>

mit A € R™®™ und b € R 16sen. Sie haben aber durch die vorangehende Mo-
dellierung eine gestorte Matrix A = A + A A mit einem relativen Fehler in der
Groflenordnung

|AA[,
| Al

~ 10712



berechnet und lésen nun das gestorte Gleichungssystem
Az =b, FT==x+ Az

Die Kondition der Matrix sei gegeben durch xy(A) = 10°. Wie groB ist dann der
relative Fehler in « schiatzungsweise? Zur Erinnerung: Der relative Fehler in x ist
definiert durch

Losung zu Aufgabe 9: Laut Satz 4.27 im Skript ist der relative Fehler in
beschrankt durch

|Az, _ k2 (A) (IIAAHz IIAbllz>
S AA ’
lefla = @(A)H 2 \ [[All2 1]
Al

also ungefihr durch die Summe der relativen Fehler in A (ist gegeben) und in
b (ist nicht gestort) mal die Kondition von A (ist gegeben). Einsetzen ergibt in
erster Ndherung

[Az], _ k2(A) [AA|:
gl [AA[ [[All-
1 —ro(A)—>
Al
1 —12 1 -7
~ 0—105 - O—
1 —10-1210° 1—-10-7
~ 1077 (5 Punkte)

Die Frage liess sich auch unter alleiniger Verwendung der Bemerkung 4.29 des
Skriptes beantworten.

Aufgabe 10: (3434344 Punkte)
Geben Sie Schranken fiir die Eigenwerte der folgenden vier Matrizen an:

0 1 51
po(ig) e-(17)

2 -1 0 0
1 2 -1 0 a b
P=lo 1 2 4| E:(cd)
0 0 1 2

Losung zu Aufgabe 10: Die Eigenwerte von B liegen auf dem Einheitskreis,
da B eine orthogonale Matrix ist, somit gilt fiir jeden Eigenvektor v

[vlla = [ Bvll2 = [[Av]l2 = [All[v]l2.
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Die Eigenwerte von B sind reell, da B iiberdies symmetrisch ist. Damit sind die
Eigenwerte \; o = £1. Die Eigenwerte lassen sich aber auch einfach direkt zu
A1 =1 und Ay = —1 berechnen. (3 Punkte)

Die Eigenwerte von C' lassen sich nicht so gut mit dem Satz von Gershgorin
abschétzen, da die Kreise sich im Punkte 6 beriithren. Durch die Symmetrie von
C wissen wir aber zumindestens, dass die Eigenwerte somit in dem Intervall

/\1,2 S [47 6] U [678] = [478]

liegen. Die wirklichen Eigenwerte sind durch
M\ (6—V2\ _ [4.586
No)  \6++v2) T \7.414
gegeben. (3 Punkte)

Nach dem Satz von Gershgorin liegen alle Eigenwerte von D in den komplexen
Kreisen

noe{]z—2l <2

Unter Verwendung der Shiftinvarianz der Eigenvektoren sieht man, dass die Ei-
genwerte von D die um 2 verschobenen Eigenwerte einer schiefsymmetrischen
Matrix sind,

0 -1 0 0
1 0 -1 o0

D —-21 = 0 1 0 —1 = D,.
0O 0 1 0

Da die Eigenwerte einer schiefsymmetrischen Matrix rein imaginér sind, liegen
die Eigenwerte von D in einer zur imagindren Achse um 2 verschobenen Achse,
Aj = 2 + iz, und nach Gershgorin fiir Dy folgt fiir z;

—2<x; <2 (3 Punkte)

Die Eigenwerte sind explizit berechenbar, da D eine tridiagonale Toeplitzmatrix
ist und sind gegeben durch

%-2—22@08(‘%), g=1...,4.

Die Eigenwerte von FE lassen sich schnell durch die Zeilensummennorm abschit-
zen, es gilt fiir jede Operatornorm bekanntlich mit einem Eigenvektor v

Alllo]] = [|Av]| = | Ev]| < [|E|[[v]]-
Die Zeilensummennorm liefert so z.B.

Al < [Elloe = max{|a] + [b], |¢] + |d]}.
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Wenn alle Eintrége in E klein sind, macht diese Abschiatzung Sinn. Ansonsten gilt
nach Gershgorin, dass die Eigenwerte in der Vereinigung der komplexen Kreise

N €{lz—a|l < b} U{|z—d| < ||} (4 Punkte)

liegen. Diese Art der Abschéitzung macht Sinn, wenn a und d betragsméfig grof3
sind im Vergleich mit b und c. Natiirlich kann man auch wieder die Eigenwerte

explizit angeben,
(a+d) £ +/(a—d)?+4bc
)\172 = .
2
Dort lassen sich die vorher getroffenen Aussagen leicht iiberpriifen.

Aufgabe 11: (34+-3+3 Punkte)
Was ist der QR-Algorithmus? Geben Sie den QR~Algorithmus in der Grundform

wieder. Was gilt fiir die so erzeugten Matrizen?

Losung zu Aufgabe 11: Der QR-Algorithmus ist ein Algorithmus zur Berech-
nung aller Eigenwerte einer quadratischen Matrix A. (3 Punkte)
Der QR-Algorithmus in der Grundform ist gegeben durch Ay = A und die Ite-
ration

Ai = QZRZ, Ai+1 = RZQZ, 1= 0, 1, Ce (3 Punkte)

Die Matrizen A; sind alle zueinander unitar &hnlich und haben damit die gleichen

Eigenwerte,
A, =RQ,=QAQ,. (3 Punkte)

Aufgabe 12: (4+4+4 Punkte)
LaBt sich das skalare Newton-Verfahren mit dem Startwert xo = 1 anwenden auf
_ xlog(w)

f@=ll,  g@) =’ h)= "2

Wenn ja, wie verhélt sich das Newton-Verfahren? Wenn die Iterierten gegen eine
etwaige Nullstelle konvergieren, mit welcher Konvergenzordnung?

Losung zu Aufgabe 12: Das skalare Newton-Verfahren fiir eine Funktion f ist
gegeben als

n

Damit ist es genau dann anwendbar, wenn f’(x,) ungleich Null ist. Im Falle der
ersten Funktion gilt
f(wo) 1_ 1 0

° f(zo) 1

r =
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Dieses ist bereits die einfache Nullstelle. Also konvergieren die Iterierten des ska-
lare Newton-Verfahrens in einem Schritt, also mit jeder Konvergenzordnung. (4
Punkte)

Im Falle der zweiten Funktion gilt

_ xZ T, x, 1 (1\"
Tkl T Ty T Ty Ty T T g )

Damit konvergieren die Iterierten aus dem skalaren Newton-Verfahren Q-linear
gegen die doppelte Nullstelle = 0. (4 Punkte)

Im Falle der dritten Funktion gilt h(z¢) = h(1) = 0. Also bendtigt man das
Newton-Verfahren iiberhaupt nicht mehr, es konvergiert also auch wieder mit
jeder Konvergenzordnung. Wiirde man es trotzdem anwenden, so wiirde es bei
der Nullstelle stagnieren. (4 Punkte)
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